
Zur Theorie der Gesellsehaftsspiele ). 
Von 

J. v. Neumann in Berlin. 

Ein!eitung. 
1. Die Frsge, deren Be~ntwortung die vorliegende Arbeit anstrebt, 

ist die folgende: 

n Spieler, S 1, S~ , . . . ,  S , ,  spielen ein gegebenes Gesellscha]ts~piel (~. 
Wie muff einer dieser Spieler, Sin, spielen, um dabei ein m6glichst gi~nstiges 
Besuttat zu erzielen ? 

Die Fragestellung ist allgemein bekannt, und es gibt wohl kaum eine 
Frage des t~glichen Lebens, in die dieses Problem nicht hineinspielte; 
trotzdem ist der Sinn dieser Frage kein eindeutig klarer. Denn sobsld 
n > 1 ist (d. h. ein eigentliches Spiel vorliegt), h~ing~ das Schicksal eines 
jeden Spielers aul~er von seinen eigenen Handlungen such noch von denen 
seiner Mi*spieler ab; und deren Benehmen ist von genau denselben 
egoistischen Motiven beherrscht, die wir beim ersten Spieler bestimmen 
m6chten. Man fiihlt, dab ein gewisser Zirkel im Wesen der Sache liegt. 

Wir miissen also versuehen, zu einer ldaren Fragestellung zu kommen. 
Was ist zun~ichst ein Gesellschaftsspiel? Es fallen unter diesen Begriff 
sehr viele, rech~ verschiedenartige Dinge: vonder  Roulette bis zalm Schach, 
yore Bakkarat bis zum Bridge liegen ganz verschiedene Varianten des Sam- 
melbegriffes ,Gesellschaftsspiel" vor. Und letzten Endes kann such irgend- 
eia Ereignis, mi* gegebenen ~uBeren Bedingungen und gegebenen Hande!nden 
(den absoht  freien Willen der letzteren vorausgesetzt), als Gesellschaftsspiel 
sngesehen werden, wenn man seine Riickwirkungen suf die in ihm 
handelnden Personen betrachtet~). Was ist nun das gemeinsame Merkmal 
al!er dieser Dinge~. 

~) Der Inhalt dieser Arbeit ist (mit einigen Kfirzungen) am 7. ~ .  1926 der 
G~ttinger Math. Gas. vorgetragen worden. 

~) F~ i~t das Hauptproblem der klassischen NationalSkonomie: was wird, unter 
gegebenen ~uBeren Umst~den, der absolut egoistische ,,homo ceconomicus" tun? 
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Man darf wohl annehmen, dal~ es dieses ist" 
Ein Gesellschaflsspiel besteht aus einer bestimmten Reihe yon Er- 

eignissen, deren jedes au/ endlich vide ver~chiedene Arten aus]allen kann. 
Bei gewissen unter diesen Ereignissen hdngt der Aus/all vom Zu/all ab, 
d.h." e~ ist bekannt, mit welchen Wahrschdinlichkeiten die einzelnen m6g- 
lichen Resultate eintreten werden, abet niemand vermag sie zu beeinflussen. 
Die i~brigen Ereignisse abet hdngen vom Willen der einzelnen Spieler 
S 1, S~, . . . ,  S ,  ab. D. h." es ist bei jedem dieser Ereignisse bekannt, 
welcher Spieler S~ seinen Aus/all bestimmt, und yon den Besultaten 
welcher anderer (,,]riiherer") Ereignisse er im Moment seiner Entscheidung 
bereits Kenntnis hat. Nachdem der Aus]all aller Ereignisse bereits bekannt 
ist, kann nach einer /esten Regel berechnet werden, welche Zahlungen die 
Spieler St, S~ , . . . ,  S,, aneinander zu leisten haben. 

Es ist leicht, diese mehr qualitative Erkl$rung in die Form einer 
exakten Definition zu bringen. Diese Definition des Gesellschaftsspieles 
wiixde so lauten: 

Um ein Gesellscha/tsspiel ~ vollstdndig zu beschreiben, sind die 
/olgenden Angaben notwendig, die zusammen die ,,Spielregel" ergeben" 

er Es muff angegeben werden, wie viele vom Zu/all abhgngige Er- 
eignisse oder ,,Ziehungen" und wieviel vom Witlen der einzelnen Spieler 
abhdngige Ereignisse oder ,,Schritte" er]olgen. Diese Anzahlen seien z 
bzw.. 8, die ,,Ziehungen bezeichnen wit mit E~, E~, . . . ,  E~, die ,,Schritte" 
m i t  . . . ,  F , .  

fl) Es muff angegeben werden, au] wie viele Arten jede ,,Ziehung" 
E~, und ]eder ,,Schritt" F~ aus/allen kann. Diese Anzahlen seien Mz 
bzw. N, (# = 1 , 2 ,  . . . ,  z, v = l ,  2 , . . . ,  s). Wit bezeichnen die betre//enden 
Resultate kurz mit ihren Nummern 1, 2 , . . . ,  M~ bzw. 1, 2 , . . . ,  1V,. 

7) Bei ]eder ,,Ziehung" E~, miissen die Wahrscheinlichkeiten 
a(1), a2) ' . . . ,  ~(M~) der einzetnen Resultate 1, 2, . . . ,  M~, gegeben sein. 
Natiirlich ist 

>= o, => o, . . . ,  o, 
r q._ a(~) @ . . .  _ff cO(Mr,)= 1. 

~) Bei yedem ,,Schritt" F, muff erstens derjenige Spieler S,~ an- 
gegeben sdn, der den Aus/all dieses ,,Schrittes" bestimmt (,,dezsen Schritt" 
.F, ist): S(p,). Ferner mikssen die Nummern aller ,,Ziehungen'" und 
,,Schritte" angegeben sein, ~ber deren Aus]aU er im Momente sdner Ent- 
sober'dung iiber F, Kenntni8 hat. (Diese ,,Ziehungen" und ,,Schritte" 
nenneu wit ,,/riCher" als ~ . )  

Damit die gar~.e Saehe m6glich ist und zeitlich-]causat vorstellbar 
sei, dar/ es .keine Zy]den ~',~, F,~,.. . ,  F~p, .F,~, = l~,,, geben, deraxt, daft 
stets F~,, /r~her ," ist, als F~,+~ , ( q =  1 ,2 ,  . . . , p ) .  
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e) Schliefilich miissen n Eunktionen fl, fo . , . . . ,  f,~ gegeben sein. Jede 
yon ihnen ist abhdngig yon z - ~  s Variablen, die bzw. die Werte 

1, 2, . . . ,  M1; 1,2,. . . ,21/o.; . . . ;  1, 2, . . . ,  / ~ ;  

durchlau/en. Die~e Funktionen haben reelle Zahlen als Werte, und es 
gilt identisch 

f l - t - f : - ~ . . . - ~ f , , ~ O .  

Wenn nun im Zau/e einer zu Ende gespietten Partie die Resultate der z 
,Z iehungen"  und der s ,,Schritte" bzw. xl ,  x: ,  . . . ,  x~, Yl, Y~, .. ., Y~ 
( x ~ = l ,  2 , . . . , M ~ ,  y ~ = l ,  2 , . . . , N ~ ;  # : l ,  2 , . . . , z ,  r - ~ l ,  2 , . . . , s )  
waren, so erhalten die Spieler S 1, S. . . , . . . ,  S,~ voneinander ~) die Summen  

f~(x~, . . . ,x~,  Y l , . . . , Y ~ ) ,  f~(x~, . . . ,x~,  Y l , . . . , Y ~ ) ,  . . . ,  
. . . ,  

(Trotz der etwas langatmigea Beschreibung handelt es sich hier, wenn 
man genau zusieht, um recht einfache und klaxe Dinge. Ubrigens h~tten 
wir die Definition in mehrsren Beziehungen etwas allgemeiner fassen 
kSnnen: so h~itten wit z. B. zulassen kSnnen, da~ die M,, N, und 

, �9 , - . ,  M~ von den Resul~aten der ,,friiheren ,,Ziehungen und 
,,Schritte" abh~ia~gen, u./i.; indessen iiberzsug~ man sich leieht davon, dal~ 
dabei nichts wesen$1ich Neues herauskommt.) 

2. Mi~ dieser Definition ist der Begriff des Gesellsehaftsspieles genau 
umschrieben. Es tritt  abet auch garm klar in Erscheinung, was wit bereits 
am Anfang yon 1. beriihrten, dab n/imIich die Ausdrucksweise: ,S,~ sucht 
ein mSglichst giinstiges Resultat zu erzielen" eine recht unkIare is$. Ein 
fiir den Spieler S~ mSglichst giinstiges Resultat ist offenbar sin mSglichs~ 
grol~er Weft von f,,, aber wie soll iiberhaup~ irgendein Wsrt  yon fa dutch S~ 
,,erzielt" werden? S~ ist ja allein gar nicht in der Lage, den Weft 
yon f~ festzulegeni f~ h~.ngt von den Variablen xl, . . . ,  x~, y~, . . . ,  y, ab, 
und yon diesen wird nut ein Teil dutch den Willen yon S~ bestimm$ 
(n~imlich diejenigen y,, fiir die S~ den ,,Sshritt" /~ hat, d.h.  S(l~,,) ~ S~ 
ist); die fibrigen Variablen h~ngen yore Willen der Mitspie!er (n~imlish 
alle iibrigen y,) oder yore Zufall (n~imlich alle xs) ab. 

In unssrem Falle is~ der , unvoraussehbare" Zufall noeh der leich~er 
zu beherrsehende Faktor. In dsr Tat: nehmen wit an, ein f~ hinge auger 
yon jenen y,, die S~ bestimmt (S(F~)--S~}, nur yon den x ,  (di~ yore 

a) Die Identit~ 

drfickt aus, da~ die Spieler nur aueinandor Zahlungen leisten, die Gesa~heit  aber 
weder gewinnt noch ver!iert. 
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Zufall bestimmt werden) ab. Dann wird S m ]edenfalls das Folgende voraus- 
sehen kSnnen: Wenn ich auf eine bestimmte Weise spiele, so babe ich die 
und die Resultate (d. i. Werte yon f~) mit den und den Wahrscheinlieh- 
keiten zu erwarten (die Wahrscheinliehkeiten r ~ ' )  r sind ja 
gegeben) - -  unabh~ngig davon, nach welehen Prinzipien die iibrigen Spieler 
handeIn! Wenn wit nun annehmen, dab unter ,,g'tinstigstem Resultat" 
ein mSgliehst hoher Erwartungswert zu verstehen ist (und diese oder eine 
~hnliehe Annahme mull gemacht werden, um die Methoden der W ahr- 
seheinlichkeitsreebnung anwenden zu kSnnen 4) ), so ist die Aufgabe prinzipietl 
gelSst. Denn es haudelt sieh um ein einfaehes Max~mumproblem- S~ mul~ 
die Werte der yon ihm zu bestimmenden unter den Variablen y. so w~ihlen, 
daB der (allein von diesen abh~hagige) Erwartungswert von f~ mSgliehst 
groB wird. 

Dieser Typus von Gesellsehaftsspielen ist es, der in der Wahrseheinlieh- 
keitsreehnung, in der sog. ,,Theorie der Gliieksspiele" behandelt wird. Ein 
eharakteristisehes Beispiel hierfiir ist die Roulette- es sind k + 1 Spieler 
da ($1, . -- ,  S~ sind die ,Pointeurs", Sk+l der ,Bankier"), S~+~ hat 
iiberhaupt keinen EinfluB auf das Spiel b) und das Resuttat yon Sz, fz, 
(1 = 1, 2, . . . ,  k) ist allein vom Zufalt und yon seinen eigenen Handlunger, 
abh~gig  e). 

Sehon der Name ,Gliieksspiele" zeigt, daft das Hauptgewieht auf die 
vom Zufall abh~ingigen Variablen x~, und nicht auf die vom Willen der 
Spieler abh~ngigen Variablen y,, gelegt wird. Aber gerade das ist es, was 
uns bier beseh~iftigen wird. Es soll versueht werden, die Riiekwirkungen 
der Spieler aufeinander zu untersuehen, die Konsequenzen des (fiir alles 
soziale Gesehehen so eharakteristisehen!)Umstandes, dab jeder Spieler 
auI die Resultate aller anderen einen Einflu~ hat und dabei n ~  am eigenen 
interessiert ist. 

I. Allgemeine Vereinfachungen. 

1. Die in der Einleitung gegebene Definition des Gesellschaftsspieles 
ist ziemlich kompliziert, was angesichts des Umstandes, dab es beliebig 
verwickelte Gesellschaftsspiele geben kann, motiviert erseheinen mag. Trotz- 

~) Die bekannten Einw3~ude gegen den Erwartungswert (die seine Ersetzung durch 
die sog. moralische Hoffnung u. iL erstreben), wolten wir unberiicksichtigt lassen: es 
aind andore Schwierigkeiten, die den Gegenstand ~n~erer Botrachtungen bilden. 

5) Er hat es auch nieht nStig, denn auf Grund der SpieIregeln gewinnt er pro 
P~rtie 2.70% naeh dem Umsatz. 

e) Wie man auf Grund der vorhergehenden Fuflnote vermuten wird, ist das in 
diesean Falle eindeutig zu erzielende Resultat fiir das Verha.~n der Pointeurs ein 
zecht trivi~es: ~ie mftssen mSgtichs~ den Umsatz 0 haben, ~e n~her sie ibm kommen, 
d e ~  besser, 
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dem lassen sich alle in dieser Definition enthaltenen Gesellschaftsspiele 
auf eine viel einfachere Normalform bringen; sozusagen auf die einfachs~- 
denkbare Form fiberhaupt. Wir behaupten n~imlich: 

Es geniigt, GeseUsehaftsspiele folgender Art zu betraehten: 
Es ist Z = 1 (d. h. es finder nut eine ,Ziehung" statt). 
Es ists-----n, und zwar ist der ~-te ,Schritt" der des Spielers S, 

= S , ) .  

Die Relation ,,friiher" besteht hie (d. h. jeder Spieler mul~ seine Dis- 
positionen Creffen, ohne etwas fiber die anderen oder die ,Ziehung" zu 
wissen). 

Das Spiel verl~uft also so: Jeder Spieler S~ (m-~  1, 2, . . . ,  n)w~hlt  
eine Zahl 1, 2 , . . . ,  N,~ aus, ohne die Wahlen der iibrigen zu kennen; and 
dann finder eine Ziehung start, bei de~ die Zalffen 1, 2, . . . ,  M mit den 
Wahrscheinlichkeiten r a~, . . . ,  aM herauskommen kSnnen. Die Resultate 
der Spieler sind (wenn die ,,Ziehung" und die n ,Schritte" x, y~, y~, . . . ,  y, 
ergaben): 

f~(x, Yl, . . . ,Yn) ,  [.~(x, Y l , . . . ,  Y,~), . . . ,  f,,(x, yl,  . . . ,  y,,). 

Da~ diese scheinbar sehr weitgehende Einschr~inlmng der MSglichkeiten 
in Wahrheit keine wesentliche ist, kSnnen wir so einsehen: 

Die ,Sehritte" des Spielers S~ (die mit S(p,)= S~) seien dieienigen 
mit den Nummern r(1 ~}, ~,~(~), . . . ,  r C~. Es ist ]dar, da~ die Annahme, S~ 
kSnnte schon vor Beginn des Spieles sagen, welcho Wahlen er bei diesen 
Schritten treffen wird, eine unstatthafte ist; d. h. eine Beschr~nkung seiner 
WiIlensfreiheit und eine Anderung (Verschlechterung) seiner Chaneen mit 
sich bringt. Denn der Entschlu~ yon S~ bei jedem dieser ,,Schritte" wird 
ja im allgemeinen wesentlich dadurch beeinflu~t werden, wie die Resultate 
derjenigen ,,Ziehungen" and ,Schritte" waren, yon denen er im Momente 
des Entschlusses Kenntnis hal. 

Demgegeniiber daft wolff angenommen werden, dal~ er bereits vot 
hnfang des Spieles auf die Iolgende Frage zu antworten weifi: Wie wird 
der ~(~)-te ,Schritt" ausfallen (k ~ 1, 2, . . . ,  a~), wenn die Resultate aller 
,,Ziehungen" "und ,Schritte" vorliegen, die ,,friiher" als ~(m)sind? D.h. 
dafl der Spieler yon vornherein weir, wie er in einex genau umschriebenen 
Situation handeln wird; dal~ er mit einer fertigen Theorie ins Spiel geht. 
Selbst wenn dies bei einem Spieler nicht der Fall ist, leuchtet es wolff 
ein, dal~ eine derartige Annahme keineswegs seine Chancen verschlechtert. 

Demgem~il~ definieren wir die ,Spielmethode" des Spielers S~, fotgender- 
mal~en: 

Um die ,Spielmethode" eines Spiders S ,  (m-~ t ,  2, . . . ,  n) voll- 
stdndig zu beschreiben, sind die ]olgenden Angaben notwendig: 
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S,,  babe, wie oben, die ,,Schritte" mit  den Nummern  ~(~), - (~) (m) 
Bei der Entschlufi/aa~ung zum ~,(~-ten ,,Schritte" (k--:-1, 2, . . . ,  (~,,) vor- 

"" " ri "' liegend, d. h. ,,/ruher als dieser, seien die ,,Ziehungen" und ,,Sch tte 
mit  den bzw. N u m m e r n  /~1 , t~. , . . . ,  t~,~,,k und .. , . . . ,  ~,,,~. 

Es muff dann /iir ]ede mSgliche Kombination yon Resultaten der g.e- 
nannten ,,Ziehungen" und ,,Schritte" (es sind ihrer o//enbar nur endlich 
viele m6glich) angegeben werden, wie der Entschlufi von S,~ i2ber den 

(m~ ~. "ten ,,Schritt" lauten (d. h. wie dieser Schritt aus/allen) wird. 

Man sieht sofort, dab es Iiir S~ nur endlich viele Spielme~hoden gibt, 
wir bezeichnen diese mit ~i  (m), ~('~) ~'~) ~ " ~  ~ - - ~ m  ~ 

Nun zeigr man offenbar ganz leicht (und dabei l:ommt die Annahme 
yon Einleitung 1., Definition des Gesellschaftsspieles ~, tiber das Fehlen yon 
Zykten zur Anwendung), dal] der Verlauf des Spieles aaf eine mSgliche 
und eindeutige Weise besehrieben ist, wenn angegeben wird: 

1. Welcher ,,Spielmethoden" -~(1),-~ (~ . . . , - ~ )  sich bzw. die Spieler 
S 1, So. , . . . ,  S,, bedienen. 

2. Was die Resultate der ,,Ziehungen" E~, E ~ , . . . ,  E~ sind. 

Man beachte dabei die zwei folgenden Umst~inde: Erstens tieg~ es im 
Wesen des Begriffes tier ,Spielmethode", dal~ alles, was ein Spieler fiber 
die Handlungen seiner Mitspieler und dem Ausfall yon ,,Ziehungen" er- 
fahren oder folgern kann, bereits innerhalb der ,Spielmethode" Berfick- 
sichtigu.ng finder. Folglich mul~ die Wahl der Spielmethode selbst bei 
jedem Spieler in absoluter Unkenntnis der Wahlen der iibrigen Spieler 
und de~ Resultate der ,Ziehungen" eriolgen. 

Zweitens ist hierdurch das getrennte Effolgen der Ziehungen 
El, E:, . . . ,  E, (wobei bei E~, # = 1, 2 , . . . ,  Z, die Zahlen 1 , 2 , . . . ,  M, 
mit den bzw. Wahrscheinlichkeiten a(~ ~), a~') , . . . ,  a(z Mr') herauskommen kSnnen) 
ganz gleichgiiltig geworden: die Spieler miissen ja unabh~ngig davon handeln, 
d. h. ihre ,Spielmethoden" w~hlen. Dann hinder~ uns abet nichts, diese 
z Ziehungen zu einer einzigen Ziehung H zusammenzuziehen, wobei die 
Zahlenkomplexe 

x l , x ~ , . . . , x  ~ (x, = I,  2, . . . ,  M,, /z == 1, 2, . . . ,  z) 

mi~ den bzw. Wahrscheinlichkeiten a~ ~)- r  e~ ~) herauskommen kSnnen; 
oder was dasselbe ist: die Zahlen 1, 2, . . . ,  M (M-~ M~. M~-.... M,) mit 
den ent~preehenden-Wahrszheinlichkeiten, die wit fl~, ft,., . . . ,  tim nennen 
wotten. 

Wit kSnnen also 2. folgenderma~en modifizieren: 

2'. Es  muff angegeben werden, was das Re~ultat der ,,Ziehung" His t .  
~(H lcann die Rezu/tate 1, 2, ...., M mi t  den bzw. W~d~rscheinlichkeit en 

. . . ,  
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Nun sind die in 1. angegebenen Wahten der Spieler S1, S v . . .  ,-S~ 
(als ,,Sehritte" aufgefal~t) und die in 2'. angegebene ,,Ziehung" (unter Be- 
riicksichtigung des Umstandes, dal] jeder ,Schritt" in absoluter Unkenntnis 
der iibrigen Umstinde erfolgt) dem urspriinglichen Gesellschaftsspiele (~ 
vollkommen iiquivalent; und sie bilden ihrerseits offenbar ein GeselIschafts- 
spiel (~', das in der Tat yon der am Anfang dieses Paragraphen erwghnten 
einfachen Form ist. 

2. Als letztes, yon unserem Gesichtspunl~t aus unwesentliches Element 
so|l jet~t aueh noeh die ,,Ziehung" aus dem Spiele eliminiert werden; das 
geschieht dadurch, dal~ wir an Stelle der tats~chlichen Ergebnisse fiir die 
einzelnen Spieler ihre Erwartungswerte betraehten. Genauer: 

Wenn die Spieler S1, S~ , . . . ,  S,  die ,,Spielmethoden" 

~(i) (~(-.) (~(1) (u~ = ' 1 ,  2, . X~, , , . . ,  u ] , - ~ , - . - , - - ~ ,  . . ,  m = l  2 . n )  

wihlten (wit  kSnnen iibrigens bereits davon absehen, dab es sieh um ,Spiel- 
methoden" mid nicht um eigentliche ,Schritte" handelt, und einfach yon 
den Wahlen ul ,  u~ , . . . ,  u~ sprechen), mid bei der ,Ziehung" H die Zahl 
v (----1, 2 , . . . ,  M) herausl:am, so seien die Ergebnisse fiir die Spieler 

bzw. 

fl (v, u l , . . . ,  u , ) ,  (v, u , ,  . . . ,  . . . ,  f (v, 

Wenn nun nur die Wahlen %, u2, . . . ,  u~ bekannt sind, die ,Ziehung" v 
abet noeh nicht, so sind die Erwartungswerte der ,~, f~ , . . . ,  f. diese: 

M 
g,,,(ul,..., u , , )=  2 & f , , ( , , ,  ul, . . . ,  u,,) 

v = l  
(m = 1, 2, . . . ,  n) 

(Aus f~ + fx + . . .  + f, ~_ 0 folgt g~ + g~ + ... + g, ----- 0.) Es ist ganz im 
Geiste der Methode der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wenn wit yon der 
,,Ziehung" fiberhaupt absehen lind so tun, als ob es nut auf die Erwartungs- 
werte g~, g~, . . . ,  g, anld~me. Damit gewinnen wit abet den folgenden, 
noeh "welter schematisierten und vereinfachten Grundtypus des Gesellschafts- 
spieles. 

deder der Spieler B1, S~, . . . ,  S,  wdhlt eine gahl, und zwar S,~ eine 
der Zahlen t ,  2 , . . . ,  X~7) (m = 1, 2, . . . ,  n).  Jeder hat seinen Entschlufl 
zu /assen, ohne ~ber die Resultate der Wahlen seiner Mitapieler Kenntnis 
zu haben. Wenn sie die Wahlen xl, x~,. . . ,x, ,  getro//en haben 

~) Wir kSnnten auch noch alle X~ gleich machen, indem w/r ein ~ annehmen, 
das mcht kle'mer ist als irgend ein ~ ,  und jedesmal den ~ - t e n  Fall in X -  ~'~ + 1 
Unteff~Ile w~t~r te/len, yon dene~ jeder genau dieselbe Wirkung ha~, wie der ur- 
~ h e .  Diese V d r e ~ / s ~  abet unw~n~ti~. 
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(x~ = 1, 2, . . . ,  Z,~, m ~ 1, 2, . . . ,  n), so erhalten sie bzw. die ]olgenden 
Summen : 

g~(xz, . . . ,x~) ,  g~(xz , . . . ,x~) ,  . . . ,  g~(xz , . . . , x~) .  

(Dabei ist identisch g~ ~ g~ ~ ... ~ g,, ~ 0.)  

Damit ist diejenige Form der Spielregel erreicht, die (trotzdem sie, 
wie wix soeben zeigten, im wesentlichen nichts an Al!gemeinheit verloren 
hat), nur noch die fiir uns wesentlichen Merkmale des Gesellschaftsspieles 
zeigt. Vom ,,Gliicksspiel" ist nichts mehr da: die Handlungen aller Spieler 
bestimmen das Resultat restlos (weil ja so operiert wird, als ob es ein 
jeder yon ihnen nut auf den Erwartungswert abgesehen h~tte). Abet dafiir 
tritt  das am Ende der Einleitung hervorgehende Prinzip in roller Sch~ffe 
in Erscheinung: jedes g~ h~ingt yon allen ~x~, x~, . . . ,  x~ ab. 

Der aus der Wahrscheinlichl~eitsrechnung bekannte Fall: g~ h~ngt nut 
nut yon x~ ab (was natiirlich nicht fiir alle m eintreten kann), erscheint 
nun als vollkommen trivial. 

II. Der Fall n -~-2 .  

1. Weiter kSnnen wir zun~chst in der bisherigen Allgemeinheit nicht 
kommen, es erweist sich vielmehr als zweckmii]ig, jetzt den einfachsten 
Fall flit n zu betrachten. Der Fall n - - 0  ist sinnlos," der Fall n - - 1  
(wegen g ~ . . . ~ g ~ , - ~  0) ebenfalls, beidemal ist kein eigentliches Ge- 
sellschaftsspiel vorhanden. Es ist also der Fall n ~-2, der nun in Frage 
kommt. 

Da gl ~- ge ~ 0 ist, kann gl ~ g, ge ----- -- g gesetzt werden. Dann 
lautet die Beschreibung des allgemeinen 2-Personen-Spieles so" 

Die Spieler St ,  S~. wdhlen irgendwelche der Zahlen l, 2, . . . ,  ~7~ bzw. 
1, 2 , . . . ,  Z 2 und zwar ]eder ohne die Wahl des anderen zu kennen. W~nn 
Me die Zahlen x bzw. y gewghlt haben, so erhalten Me die Summen 
g(x, 9) bzw. - y). 

Dabei kann nun g(x ,  y) jede~beliebige Funktion (definiert fiir 
x = l ,  y =  1, 2 t.) sein. 

Es ]st leicht, sich ein Bild yon den Tendenzen zu mach~en, die in 
einem solchen 2-Personen-Spiele miteinander k~mpfen" Es wird yon zwei 
Seiten am Werte yon g ( x ,  y) bin und her gezerr~, n~imlich dutch S 1, 
der ihn ~ mSgliohst .gr~t~, und dutch S~, der ihn mSglichst klein machen 
will. S I gebietet fiber die Variable x, und S~ iiber die Variable y. Was 
wird geschehen ? 

$. Wenn S~ die Zahl x (x~-1 ,2 , . . . . ,2"~)  gew~alt hat, so h~ngt 
seia Resul~at g ( x ,  y) auch noph yon der Wahl y des S~ ab, ist abet 
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jedenfalls ~ Minvg (x, y). Und diese untere Grer~ze kann durch geeignete 
Wahl yon x gleich Max x Minv g (x, y) (und nieht grSSeri) gemacht werden. 
D.h. wenn S 1 es will, so kann er g(x, y) (unabh~ngig yon $2! ) jeden- 
falls 

>~ Maxx Min v g ( x , Y) 

machen. Ebenso zeigt man: wenn S: es will, so kann er g(x, y) (un- 
abh~ngig yon $1 !) jedenfalls 

Minv Max~ g (x, y) 
Hl&chen. 

Wenn nun 

Max Minv g(x,  y)---- Minv Max~ g(x,  y)---- M 

ist, so folgt aus dem Obigen, sowie daraus, claB S~ das g(x, y) mSglichst 
gro] und S~ es mSglichst klein machen will, da] g(x, y) den Wer~ M 
haben wird. Denn S~ hat das Interesse, es groB zu machen, and kann 
verhindern, dal~ es kIeiner als M wird; S~ hingegen hat das Interesse, 
es klein zu machen and kann verhindern, dal~ es grS]er als M wird. 
Folglich wird es den Wert M haben. 

Nun ist zwar allgemein 

Max~ Min v g (x, y) ~ Min v Max~ g (x, Y ), 

aber es besteht keineswegs stets das =-Zeiche.n. Es is* vielmehr leicht, 
so]che y(x,  y) anzugeben, bei denen das <-Zeichen gilt, wo also diese 
Uberlegang versagt. Das einfachste" derartige Beispiel ist alas folgende: 

X 1 = 279= 2, g(1, 1) - -  1, g(1, 2)---- -- 1, 

g(2, a ) = - l ,  g(2 ,2)= 2. 
(Es ist offenbar Max Min ~ -- 1 and Min Max = 2.) 

Ein anderes Beispiel is~ die sog. ,Morra" s): 

27a~-Z~=3 ,  g ( 1 , 1 ) =  0, g ( 1 , 2 ) =  2, g ( 1 , 3 ) - - - - 1 ,  

g(2, 2 ) = - 2 ,  2 )=  0, g(2, 2, 
g ( 3 , 2 ) =  1, g ( 3 , 3 ) = - - 1 ,  g ( 3 , 3 ) ~ -  0. 

(kueh hier ist Max M i n - - -  1 and Min Max ~ 1.) 

Da$ diese Schwierigkei~ auftritt, kann man sich auch so klarmachen: 
Max~Minvg(x, y) ist das beste Resultat, das S 1 erzieIen kann, wenn 

ihn S~ vollkommen durehschaut: wenn S~, sooft S 1 x spielt, ein solches y 

s) Auoh .Verbrecher.Bakkarat" oder .Knobeln" genannt. In d er fiblichen For~ 
raulierung heill~s I,  2, 3 ,Papier", .Stein", ~Schere" (.Papier ve~lecl~t den Stein, 
Stein schleift die Sctiere, Schere sct~eidet das Papier"). 



305 J.v. Neumann. 

spielt, das g (x, y) --  Min~ g (x, y) wird. ( i u f  Grund der Spielregeln 
durfte S~ nicht wissen, was S I spielen wird, or mu~t~ also aus anderen 
Griinden wissen, wie S 1 spielt, das ist es, was wit mit ,,durchschauen" 
andeuten wollen.) Ebenso is~ Min~ Max x g (x, y) das beste Resultat, das S.~ 
erzielen kann, wenn ihn S i durchschaut hat. Wenn die beiden Zahlen 
gleich sind, so bedeutet dies: es ist gleiehgiiltig, welcher yon den beiden 
Spielern der feinere Psychologe is~, das Spiel ist so unempfindlich, da~ 
immer dasselbe herauskommt. Es ist klar, da]] dies bei den beiden an- 
gefiihrten Spielen nicht dor Fall ist: bier kommt alles darauf an, den 
Gegner zu durchschauen, zu erraten, ob er 1 oder 2 (bzw. 1, 2 oder 3) 
w~hlen wird. 

Die Verschiedenheit der zwei GrSBen Max Min und Min Max bedeutet 
eben, da$ von den zwei Spielern S 1 und S~ nicht jedor gleiehzeitig der 
kliigore sein kann. 

3. Es gelingt abet trotzdem mittels eines Kunstgriffes, die Gleiehheit 
der zwei oben erw/~hnten iusdriicke zu erzwingen. 

Zu diesem Zwecke werden die VerhaltungsmSglichkeit~n der Spieler 
S l, S~ folgendormaBen erweitert- Es wird von S 1 nicht vorlangt, dab er 
sieh am Anfang des Spieles fib irgendeine dor Zahlen 1, 2, . . . ,  X1 
entscheide. Er soU nut X 1 Wahrseheinlichkeiten 

angeben and sodann die ZahIen 1, 2 , . . . ,  21 aus einor Urne mit den Wahr- 
scheinlichkeiten ~1, ~ , - . - ,  ~>:i ziehen. Er wihlt dann die gezogene Zahl. 
Dies seheint; zwar eine Beeintr~ichtigung seines freien Entschlusses zu sein: 
denn nicht er bestimmt x; ist es abet nicht: denn will or unbedingt ein 
bestimmtes x haben, so kann er ~,-~1, ~ 0 (ffir u ~ x )  festse~zen. 
Demgegeniiber schfitz~ er sich gegen das ,Durchschaut-werden"" denn wenn 
etwa ~l---~-~ ! ist, so vermag niemand (selbst er nicht!) vorauszusagen, ~---2 
ob er 1 odor 2 w~hlen wird! 

Ebenso soll s veffahren- auch or w~hlt nur ~v Wahrscheinlichkeit~n 
~1, ~ , -  -., ~/~., und verf~hrt entsprechend. 

Die Gesamthei$ dor ~l, ~ ,  -- . ,  ~z~ woUen wir mit ~ und die Gesamt- 
heir dor ~i, ~ , . - - ,  */z, mit ~/ bezeichnen. Wenn S~ ~ und S~ ~ wiihlt, 
so hat B~ den Erwarttmgswort 

und B, den Erwartungswert - - h (~ ,  y). Die neue Funtction h(~, , ) )  um- 
fa l~di~  ~ alte g ( x ,  y) oifenbar im iolgenden Sinne: wean ~ ~ ,/~=- 1 und 
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Nun kSnnen wir fiir h (~, ~]) genau dieselben Uberlegungen anstellen, 
wie vorhin ~ g(x ,  y). Wenn S~ ~ gewi~hlt hat, so ist sein Erwartungs- 
wer~ mindestens Min h(~, ~]); er kann also den minimalen Erwartungs- 
weft Max~Min h(~, ~) (unabh~ingig yon S~!) erzwingen. Ebenso kann S~ 
verhindern, dal~ der Erwartungswert von S~ den maximalen Weft 
Min, Max~ h (~, ~) iibersteigt. Wieder ist 

Max~ Min h (~, ~) s Min Max~ h (~, ~), 

und es ffagt sich, ob stets das =-Zeichen gilt. 
Man beachte, da~ wir diesmal bessere Aussichten haben als bei 

g ( x , y ) "  denn g ( x , y )  konnte irgendeine Funktion sein, w~hrend h(~, ~) 
eine Bilinearform ist! Trotzdem also h(~,~) eigentlich eine Verallge- 
me[nemng yon g (x, y) ist, ist es als Funktion von viel einfacherem Typus 
als dieses. In der Tat werden wit im Abschnitt 3 beweisen, dab die 
Relation 

Max~ Min, h(~, ~) ~- Min, Max~ h(~, 7) 

(Max~ erstreckt fiber alle ~ mit ~ :> 0, . . . ,  ~z~:> 0, ~ x + - . - +  ~ 2 ~ I ,  
Min erstreckt fiber alle V mit % ~ 0 , . . . , ~ z ~ 0 ,  V x + - . . + V z ~ = l )  
fiir alle Bilineafformen h (~, ~]) besteht. 

4. Wit setzen (unter Vorwegnahme des Resultates) 

Die Menge derjenigen ~, fiir die Min~ h(~, ~) seinen Maximalwert M an- 
nimmt, sei 91; die Menge derjenigen ~, Ifir die Max~h(~, ~2) seinen 
Minimalwert M annimmt, sei ~. Aus diesen Definitionen folgen dann 
die folgenden Relationen ohne weiteres- 

1. Wenn ~ zu 9~ gehSrt, so ist stets h ( ~, ~ ) ~ M. 

2. Wenn ~7 zu ~ geh~rt, so ist stets h ( ~, ~ ) ~ M. 

3. Wenn ~ nicht zu 2 gehSrt, so gibt es ein V mit h ( ~, ~) ~ M. 

4. Wenn ~ nicht zu !~ gehdrt, so gibt es ein ~ mit h(  ~, ~ ) ~ M. 

5. Wenn ~ zu 9I und ~ zu ~ gehSrt, so ist h (~, ~?)~ M. 

Aaf Grund dieser Relationen 1. bis 5. ist man wolff berechtigt zu 
er]d~iren: 

S 1 bzw. S~ muff jeden/alls einen zu 2 gehSrigen Komplex ~ bzw. einen 
zu ~ gehSrigen Komplex ~ wShlen, einerlei wdehe~. Eine Pattie hat 
/at  S 1 bzw. S~ den We~ M bzw. - -M.  

Ein 2-Personen-Spiel ist offenbar als ,,gerecht" zu bezeichnen, wenn 
M =  0 ist; and als ,symmetrisch", wenn die Spieler $1, S~ dieselben 
Rotlen haben. D.h .  wenn bei V ertauschtmg yon ~ und ~ (dies setzt 

Mathematische hnnalen, leO. 20 
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natfirlieh ~ = ~v voraus) sieh auoh h (~, r/) und 
also wenn 

oder, was dasselbe ist, 

- -  h (~, V) vertausehen, 

u ) =  - u(u,  

ist. Also" wenn die Bilinearform h(~, ~), oder aueh die Matrix g(z, if), 
sehiefsymmeVrisch ist. In diesem Falle ist es natiirlieh aueh ,,gereeht", 
was man so einsehen kann- 

-- Max~ Min, h(s:, V) 

d.h.  

= Min~ Max -- h (~:, ~?) = Min~ Max,~ h (~, ~:) 

--- Min,~ Max~ h(~, ~), 

- - M = M ,  

Man iiberzeugt sieh leicht, dab 
M =  0 ist, und zwar umfaBt 9.I nut 

in anseren zwei Beispie!en (in 2.) 

1 bzw. ~ 1 D.h . :  beide Spiele sind ge- und ~ ~1 ~ ~/2 -~ ~ ~h ~]~ -~ ~]s -~ ~. 
recht (die ,Morra" ist sogar symmetriseh), und in beiden mui~ jeder 
Spieler alle Zahlen durcheinander w~hlen, und zwar alle mit der gleichen 
Wahrseheinlichkeit. 

Es ist vielleicht nicht uninteressant, noch auf den ~olgenden Umstand 
mit Nachdruck hinzuweisen. Trotzdem im Abschnitte 1. der Zufall (durch 
die Einfiihrung der Erwartungswerte und Streichung der ,Ziehungen") aus 
den zu betrachtenden Gesellschaftsspielen eliminiert wurde, ist er bier 
wieder yon selbst aufgetre~en: selbst wenn die Spielregel keinerlei ,hazarde" 
E|emente enth~lt (d. h. Ziehungen aus U r n e n ) ~  wie etwa die beiden 
Beispiele aus 2. ~ ,  ist es doch unumg~inglich notwendig, das ,,hazarde" 
Element, bei der Angabe der VerhaltungsmaBregeln fiir die Spieler, wieder 
in Betracht zu ziehen. Das Zufallsabh~ingige (,hazarde ", ,statistische") 
liegt so fief im Wesen des Spieles (wenn nicht im Wesen der Welt) be- 
griindet, dal~ es gar nicht efforderlieh ist, es durch die SpielregeI kiinst- 
lich einzufiihren: auch wenn in der formalen Spielregel davon keine Spur 
ist, bricht es sich yon selbst die Balm. 

9) Dabei ist Max Min = Min Max beniitzt worden, & h. unser relativ tiefer Satz 
fiber Bilineafformen~ Trivial, d. h. aus Max Min ~ Min Max, folgt bier offenbar nut 

MaxMm ~ 0, Min Max ~ 0. 

W&hrend der endgfiltigen Abfassung dieser A_rbeit wurde mir die Note yon 
Herrn E. Borel in den Comptes rendus yore 10. Jan. 1927 (Sur les syst~mes de formes 
fin&ares . . .  e~ la th~orie du jeu, S. 52-55) bekannt. Borel formuliert die auf Bilinear- 
formen bezfig~ehe Fr~ge f[ir ein symmetrisches 2-Pem~onen~Spiel und stellt feat, da~ 
ke'me Beispiele fiir Max Min < Min Max bekannt sin& 

Unser vorstehendes Resultat beantwortet seine Fragestellung. 
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m .  Beweis des Satzes Max Min ~ Min Max. 

1. Wir iindern etwas unsere Bezeichnungen ab, indem wit ffir X~, 2"s 
bzw. M + I ,  N--}-I schreiben, und flit g(p,q)  %q. Wit haben dann" 

M+l  ~+1 

/~=I q=i 
Infolge der Bedingungen 

~ + . . .  + ~ t  + s = 1, ~z + ' . -  +4- ~v + ~+~  = 1 

ist der Komplex 2 berei~s dutch 21, . . . ,  s~M bestimm~, and ebenso der 
Komplex ~ bereits durch ~z, . . . ,  ~v. Es ist dann (wir haben keinen An- 
lal~, die Koeffizienten zu bestimmen)" 

M h r M 2r 

/ I 
:p=l q=l io=l q=i 

Wir werden such hie~von nur einen Teil benutzen, indem wir stetige 
Funktionen zweier Variablenreihen f(~,  ~/) mit der folgenden Eigensehaf~ 
untersuchen werden: 

(K). Wenn f (~', ~) >_ A, f (~", ~) >~ A ist, so ist auch /iir jedes 
O < v ~ < l ,  ~----O~'+(1--v~)~ " (d.h. ~ v = ~ + ( 1 - - t ~ ) ~ ' ,  p = l ,  2, ..., M) 
f (~, ~ ) >~ A. Wenn f (~, ~?') ~_~ A, f (2, ~") ~-- A ist, so ist auch /iir ~edes 
0 < 0 < 1 ,  ~ - 0 ~ ' - + - ( 1 - - # ) ~ "  (d.h. ~=-- t~q+(1--~)O~' ,  q = l , 2 , . . . , N )  
f(~, ~]) s A. 

(Dull das sowohl in den 2 wie in den ~ linesre h (2, ~) diese Eigen- 
schaft (K) hat, ist klar.) Ffir diese Funktionen f(2,  ~) werden wir be- 
weisen �9 

Msx~ Min,~ f(~,  ~ ) =  Min,~ Max~ f(~,  ~), 

wobei Max~ fiber 21 ~ 0, . . . ,  ~M => 0, ~i + . . .  + 2M __---< 1 und Min fiber 
~11 ~-- O, . . . ,  ~.v => O, ~/1 + "'" + ~]2r ~ 1 zu erstrecken ist. Dies kSnnen 
wit such so schreiben: 

Max~a Max~. 
fz>o ~s>=o 
~1_<1 #l+f~=<l 

= Min~l Mir~ . . .  Min~.~ 

.. Max~ Min,~ Min,~. . .  Min,~ f(~,  ~) 
f~>__o n~>_o n.~>=o ~>=o 

5z+...+i~=<~ ~t~-~ n ~ + n ~ l  nx+. . .+~<-~ 

Max,1 Max~. . .  Max~ f(~, ~/). 
,h>o ,7~>o ~#>_o i~>_o #2>0 

2. Wir fiihren die folgenden Bezeiclmungen 

M ~  f ( ~z, - - -, ~ ,  V~, �9 --, V, ) = Max,,  f (~z, 
~_o 

~ + ... +~r~- I 

M'~ f (~1, -  

8~>_--o 

ein: 

. . - ,  . . - ,  

~s>= 0 
~z+---+~8~ 1 

20* 
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Wie man sieht, hebt M ~ bzw, M'* die Abh~ngigkeit des f yon ~ bzw. ~7~ 
auf. Wit wollen beweisen: wenn f der Bedingung (K) (in 1.) ge- 
niigt, so ist 

~ M ~- M ~ . . .  M ~,' M'~ M ' ~ . . .  M'q  f 

M ~ Mv~ . . .  M ~ M ~ M ~ * . . .  M r f .  

Der Beweis ist offenbar gefiihrr wenn die zwei folgenden Behauptungen 
bewiesen sind" 

a) Wenn f =  f ( ~ , . . . ,  ~ ,  ~h, "--, ~7~) stetig ist und die Eigenschaft (K) 

hat, so grit dasselbe yon M~"f  und M>~f. 

fl) Wenn f =  f (~ ,  . . . ,  ~,., ~h, - . . ,  %) stetig ist und die EigenschMt (K) 
hat, so ist 

M~," M,~ f = M'~ M~, f . 

Zuerst beweisen wit a).  Es geniig~ abet M ~ " f  za betrachten- flit 
M " f  verla~en die Uberlegungen ebenso. 

Es ist 

M ~ ' f ( $ ~ ,  . --, ~,, ~ ,  . . - ,  ~ s ) = f * ( ~ l ' ' ' " ~ r - l '  ~], " ' ' ,  ~s) 

= Max,, f ( ~ ,  . . . ,  ~,., ~ ,  . . . ,  V,). 
. ~ > o  

~ + ... + ~<_ 

DaB aus der Stetigkeit yon f die yon f* folgt, ist klar. Es miissen noch 
die zwei Eigenschaften in (K) untersuchg werden. 

Erstens sei 
* # ez t #p 

f ( r  . . - , ,  ~7,, W) > A ,  f * ( ~ ; '  17: ) > A . . . . . .  - -  , . ' - ,  ~ - 1 ,  ~ / t ,  - - . ,  = , 

Die f* entsprechen Maximalwerten yon f in endlichen In/mrvallen, "die, 
da f s~etig ist, angenommen werden; etwa fiir $~ bzw. $~. Dann is~ 

f ( ~ , . . . ,  ~;, ~1,, . . . ,  r],) ~ A ,  f (~; ' ,  . . . ,  ~;', ,7,, . . . ,  ~],) _~ A ,  

und well f dem ( K ) g e n i i ~  (wit seC~en ~ = v q ~ ; + ( 1 - - v ~ ) ~ ; ' , . . . , ~ ; _ ~  

Dabei folgt aus 

sofor~ 

f ( ~ ,  . - . ,  ~,., ~h, . - . ,  %) > A. 

o, 

i 

1. 

Also ist flit das Maximum f* um so mehr 
+ 

f*  (~ ,  - . . ,  ~,-~, ~ , - - - ,  ~7~) ~ A. 
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Zweitens sei 

f* ($ . $,_~, ~;, ~;) < A f* (~ ") 1, ., . - . ,  , ~ , . . . ,  ~,_1, ~ ' , . . . ,  ~ ~ A  

Wegen der Maximaleigenschaft yon f* gilt flit alle ~ mit 

1 
dann 

f~ ($1, . . . ,  St, ~;, . . . .  ~2~) ~ A, f ( $ i , . . . ,  $,, ~ ' ,  . . . ,  ~ ' )  ~ A. 

Da f dem (K) geniigt, hat dies wieder 

f($1, - .- ,  $,, ~1, �9 .-, ~2~) ~ A 

~2~:0~§ ~78----~'§ a)~]") zur Folge; und da 
das flit alle oben genannte $~ gilt, 

f* ( ~1, . . ., ~,-1, ~1, . . . ,  ~)  s A .  

Damit ist unsere BehaupSung a) rcstlos bewiesen. 

3. Welter soll nun gezeigt werden, dal~ stets (d. h. flit alle ~l, . . . ,  ~r-1, 
~ , . . . , ~ _ ~ )  M ~ ' M " f ~ M " M i ' f  ist. Wenn wit in f($~, . . . ,  $,, 
~ , . . . ,  V,) die Variablen $1, . . . ,  ~ - l ,  ~ ,  . . . ,  ~-~ festhalten, so geniigt 
es, als Funktion yon ~,, % allein, offenbar auch noch der Bedingung (K). 
Es bteibt also iibrig zu beweisen (wit schreiben ~, V f i i r$ , ,  ~,)" 

Wenn f($,  ~) eine stetige .FunIction ist, und wenn aus f ($ ' ,  ~ ) ~  A, 
f (~", ~) ~ A liar ~' ~ ~ ~_ ~" f ($, ~) ~ A /olgt, und aus f (~, ~') ~ A ,  
f ( ~, ~" ) ~ A ]iir ~ < ~ < f ( ~ , ~ ) < A /olgt, so ist 

Max~ Min, f ( $ , ~ ) = M i n ,  Max~ f ($ ,~ ) .  
0 - - < ~ a  0 ~ - - - - b  0 < < b  0 ~  : <  

(Wit schreiben a und b flit I -- $~ --.... -- $~_~ bzw. I -- ~2~ --... -- ~_i.) 

Die zu beweisende Behauptung kann auch so formuliert werden: Es 
gibt einen ,Sattelpunkt" $o, ~o (0 ~ ~o s a, 0 ~ % s b), d .h.  f($o, ~) 
nimmt in 0 ~ ~ ~ b sein Minimum flit ~ : % an, und f($,  %) nimmt 
in 0 ~ ~ ~ a sein Maximum flit ~ ~ $o an. 

In der Tat ist erstens jedenialls 

Max~ Min~ f ($, V) ~ Min~ Max~ f ($, ~ ), 

und zweitens folgt aus der soeben formulierten Behauptung 

also 

Max~ Min,~ f(~, ri) ~ Min,~ f(~o, ~ ) =  [(~o, rio) 

Min,i Max~ f($, ri) _~ Max~ f($, %) --~ f(se o, rio), 

Max~ Min,~ f($, ~)= Min,~ Max~ f($, ri)= f($o, rio). 
Es gilt also, zwei ~o, rio vonder genamaten Beschaflenheit zu iinden. 
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sei lest gegeben, flit welche Werte yon r/ in 0 ~ ~ ~ b nimmt 
f(~, ~) sein Minimum an? Die An~-wor~ ist leich~: Wegen der S~etigkei~ 
von f i s t  diese Menge abgeschlossen und wegen der zweiteu Voraussetzung 
iiber f (aus f (~ , r y ' )~A ,  W(~ ,~")~A folgt f ( ~ , ~ ) < A  flit alle 
~' ~ r / ~  ~") ist sie konvex; die einzigen abgeschlossenen mad konvexen 
Zahlenmengen sind aber die Intervalle (mit Endpunkten). Diese Menge 
wird also ein TeilintervalI des IntervalIes 0, b sein; wit nennen es 
K' 

Wenn ~] /es~ gegeben ist, so sieh~ man ebenso ein, dab diejenigen 
in 0 ~ ~ ~ a, ffir die f(~, ~) sein Maximum annimmt, ein Teilintervall 
(mit Endpunkten) von 0, a bilden; wir nennen es L '  (~), L" (r~). 

Offenbar ist stets K '  (~) ~ g "  (~), L '  (~) ~ L" (~). Ferner folgt aus 
der Stetigkeit yon f (~, ~7), dab K' (~), L' (r/) nach unten, und K" (~), 
L" (~) nach oben halbstetige Funktionen sind~~ 

Nun sei wieder ~* fest gegeben. Wir bilden die Menge aller ~** 
mi~ der folgenden Eigenscha~" Es gibt ein ~*, so da~ f(~*, ~) seinen 
Minimalwert (in 0 ~---V _~b) in V~-~* annimmt, und f($, ~*)seinen 
Maximalwert (in 0 ~_~ ~ ~ a) in ~ ~ ~** annimmt. D.h." die Vereinigungs- 
menge aller Intervalle L'  (V*)~-~ $** _~ L" (~*), wenn V* das gsnze Inter- 
vall K '  (~*) ~_ ~* ~ K" ( ~ )  durchl/iuft. 

Im Intervalle K'(~*)<=V*<~K"(~*) nimm~ die nach unten halb- 
stetige Funktion L'(~*) ihr Minimum und die nach oben halbs~etige 
FunkCion L"(~*) ihr Maximum an; also hat die Menge der ~** sowohl 
ein ldeinstes als such ein grSBtes Element. Sie enthiflt abet auch jedes 
dazwischen liegende ~', was man sich so klarmachen kann: W~re das 
nicht der Fall, so liege jedes Intervall L'(~*),  L"(~*) ganz vor oder 
ganz nach ~', und es giibe solche yon jeder Sorte (die zum kleinsten bzw. 
grSgten ~** gehSrigen). Da ~* ein Intervall durehl/iuft, hii.tten die beiden 
Soften yon ~* einen gemeinsamen Hiiufungspunkt V'. Da in beliebiger 
N~he yon ~' also sowohl L'(~*)~_~ ~' als such L"(~*)_~ ~' vorkommt 
(und L', L" nach unten bzw. oben halbstetig ist), mull ~ ' ( ~ ' ) ~ ' ,  
L " ( ~ ' ) > ~ '  sein; & h. ~' geh6rt doch zu einem der Intervalle: zu 
L' L" 

lo) Wit wollen den Beweis fiir K'(~) skizzieren, fiir die drei anderen Fnnl~ionen 
geht er ebenso. 

Wenn K t (~ )=0  ist, ist die Behauptung r da stets K'(~)>~0 ist; es sei 

da f (~ , , / )  ste~g ~ ,  f (~ , , / )~Min~f(~+~/) - -~  (ffir ein geeignetes ~>0) .  Wenn 
also ~ geniigend nahe bei ~ liegt, so ist noch immer f (~, ~/) ~_~ ~ f (~, ~/) - �89 5 
(well sowoht f(~, 7)sis such ~ f(~, ~)ste'~ ist); d.h. f(~, 7) ~ m ~  sein Minimum 
(in ~, ffrt O~.~_~b) in O ~ : ~ K ' ( ~ ) - - e  nirgends an. Also muB K ( ~ ) ~ K ( ~ ) - e .  
Dss ~ ~ ~ A e  die bet~up~e ~ a l b ~ k e i ~  nach un~ .  



Gesellschaftsspiele. 3I i  

Unsere ~** bilden also ein Teilintervall (mit Endpunkten) von 0, a,  
wir nennen es H'(~*), H"(~*). H'(~*) ist das Minimum der L'(~]*), 
H"(~*) das Maximum der L"(~*) ,  flit K'(~*)~*~K"($*). Man 
sieht leicht ein, dab wieder H' (~*)  nach unten und H " ( ~ * ) n a c h  oben 
halbstetig ist (dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften yon K' (~*), 
K"(~*) und L'(~]*),L"(V*)). 

Wit sind offenbar am Ziele, wenn wir ein ~* (0 ~ * ~ a )  aus- 
findig machen kSnnen, welches gleichzeitig ein ~** ist, d. h. eines mit 
H' <_ __< H" 

G~be es kein solches ~*, so l~ige je~les Intervall H'(~*), H"(~*) 
ganz vor oder ganz nach ~*, und es g~be solche von jeder Sorte (n~im- 
lich ~ * =  a bzw. ~ * ~  0). Da ~* ein IntervalI durchI~uft, hi~tten die 
beiden Soften von ~* einen gemeinsamen tt~ufungspunkt ~:'. Da in be- 
liebiger N~ihe von "~' also sowohl H ' ( $ * ) ~ *  also auch H " ( ~ * ) ~  ~* 
vorkommt (und H', H" nach unten bzw. nach oben halbstetig ist), mug 
H'  (~:') s $', H"  (~:') =~ ~' sein; d.h. ~' gehSrt doch zum Intervalle H ' (~ ' ) ,  

Damit ist aber die letzte Behauptung (und somit auch die Behaup- 
tung fl) bewiesen. Wit haben also unseren Satz res$1os bewiesen. 

IV. Der Fall n = 3 .  �9 

Nachdem wir in den Absctmitten II, I II  den Fall n - - 2  erledigt 
haben, wenden wir uns dem n~chst komplizierten Falle n ~ 3 zu. 

Es liege also ein 3-Personen-Spiel vor, das im Sinne der Beschrei- 
bung am Ende des Abschnittes I durch drei Ftmktionen gI, g~, g8 von 
drei Variablen x, y, z (x = 1, 2, . . . ,  ~'1, Y = 1, 2, . . . ,  Z~, z - -  1, 2 , . . . ,  28) 
charakterisiert ist; dabe! gilt identisch 

gl + g~ ~- ga -~ 0. 

Es war im Falle n = 2 m6glich, den Wert einer Pattie fiix jeden 
Spieler $1, S~ zwingend zu bestimmen, es ergab sich: 

Weft fiir $1----- Max~Mm,~ 2g(p,q)~,~q=Max~Min,~ .~g~(p,q)r 
p=l q=l = q=l  

= ~-----i q-:l 

wobei gilt 
Weft fiir $1 q- Weft fiir S~ = 0. 

Versuchen wit mm auch .ira F a I l e n - ~  3 die Werte einer pa~ ie  f'tir 
die drei Spieler $1, S~, S a zu berecbnen! Netmaen wit etwa an, diese 
Wer~e w~iren bzw. wl, w~, w a. ])ann ist es klar, da~ "diese Werte, um 
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allgemein u_nd otme jede weitere ErSrterung befriedigend zu sein, die fol- 
gende Eigenschaft haben miii~ten- Keine zwei Spieler diirfen in dcr Lage 
sein, sieh dutch Koalition beim Spiele einen grSl~eren Erwaxtungswert ver- 
schaffen zu k6nnen, als die Summe der ihnen zugeteilten .Wer~e einer 
Pattie". Ferner muI~ w~ + w~ + w a = 0 sein- denn die Spieler leisten ja 
nut Zahlungen aneinander. 

Wenn aber 
~ 2  ~ 3  

Max~ M i n ~ :  q=~2 ,,=~2 (g~ (pqr )  + g: (pqr) )  G q ~ . =  M,.e,  

"~1 2~ 2 a 

M a x ~ M i n ~  27 27(g.~(pqr) + gs(pqr))~q~%--- M~. 3 
q~-i ~'=I 

gesetzt wird (die }vq bilden ein System yon Wahrscheinlichkeiten, ebenso 
die r]~; analog fiir ~ : ,  V~ und ~a~,~), so k5nnen $1 und S~, dadurch 
da$ sie koalieren, ein gewShnliches 2-Personen-Spiel gegen S~ spielen 
und sich dabei (nach dem vorhin Gesagten) den Erwartungswert M~,~ 
erzwingen; ebenso $1 und S~ den Erwartungswert Ma, a; und S~ und S~ 
den Erwartungswert M~,s. Also mu$ 

w~ + w e ~ M~,e, w~ + wa 2> M~,s, w~ -{- w 3 ~ Me, a, 
w~ § w e § ws --= 0 

sein. Dies ist offenbar dann und nur dann m5glich, wenn 

ist. 
M,,o + + <= O 

Nun ist, wie wit in 2. zeigen werden, stets 

M~,e + MI,3 + M.:,3 ~ O , 

undes  ist leicht, Beispiele anzugeben, wo das >--Zeiehen gilt.. Ein soIehes 
3- Personen- Spiel ist z. B. das folgende: 

w = .S~ ~- .Z s = 3. Wenn e8 unter den x l ,  x~, x a (d. h. den Wahlen 
der S~, S~, S 3 , w i t  schrieben da]iir bisher auch x ,  y ,  z) zwei solche gibt, 
daft x~, ~ ~,, x . : / z  ist, so bilden 1~, r ein .echtez Paar". Es gibt o//en- 
bar entweder kein echtes Paar oder ein einziges. 

Wenn es kein .echtes Paar" gibt, so sei gl----g~ ~ ga ~ O. Wenn es 
ein .echtes Paar" gibt, so sei es #,  ~,, und die dritte tier Zahlen 1, 2, 3 
se~ 2. Dann sei g ~ , - - g . -  1, g~ ~ -  2 .  

Bei diesem Spiele ist offenbax M~,~ ~ M1.3 ~-M~.8 ~-2 (irgend zwei 
koaliette S~, S. k6nnen, indem sie ~ bzw. # w~hlen, ein .echf~ Paar" 
~lden mad dadureh dem dritten. S~, die Summe 2 abnehmen!), also 

+ + = > 0 .  
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Der Sinn des Versagens eines jeden "Wertungsversuches bei diesem 
Spiele ist offenbar der folgende: Um die Summe 2 zu gewinnen, brauehen 
sieh nur irgendwelche der drei Spieler zu~mmenzutun, sic kSnnen dann 
den dritten ohne weiteres auspliindern, trotzdem die Spielregel absolut 
symmetriseh, d. h. das Spiel formal gerecht ist~). Aus der Symmetric 
wiirde folgen, da~ der Weft ffir jeden Spieler gleich 0 sein mug, dies ist 
aber oiienbar falseh: Zwei Spieler brauehen nut zu wollen, und sic kSnnen 
sich dann den Gewinn 2 verschaffen! Wie ist dieser Widerspruch aufzu- 
15sen? 

2. Gehen wir systematisch vor. Es ist stets 

M ,o + + O. 
Denn es ist of fenbar :  

(auf Grund unseres Satzes fiber 2-Personen-Spiele) 

--=- Min, Max~X Z X(g~(pqr)+g~(pqr)~q~.  
~=I q=l ~'=1 

!i I= !~ 

wit mfissen also 

Max, Min~, 

+ Max ,,, Min~,,, ~ g~ (pq r) ~:: '" Vp'" __.< 0 
fa, q, ~" 

t ~" ~ P t  Pit beweisen, d.h. flit alle Sys~eme ~,  

Min~, Zg3(pqr)~q~" + Min~,, s g~(pqr) ~" -'r 
~a, q, ~" ~a, q, ~ 

~, q, r 

Z ga (pqr)~;q~]: + Max,.. Min~.. 2 g.z (pqr) ~ ~ '  
~,  q, r 

it) Man sieht hieran, dab unser Be/spiel aries andere als ein Fall yon ,Patho- 
logic, yon Spielen ist: es ist vie]mehr ein in p ra~  recht hi4ufiger und eharak- 
teristiset~er Fall. Im Einklang damit werden wit in IV, 3. mad V, 1. sehen, dal3 es 
sogar tier aUgemeine Fall des 8-Personen-Spieles ist.. 

rz) Inhaltlieh ist dies ohne weiteres 'klax: ~ und S a kSnnen in Koalitior~ gegen 
St bestenfalls M2, a erzwingen, also S~ ffir sieh allein (gegen alle) besbenf~ls -M~.  a 
(wegen unseres Satzes fiber das 2-Personen-SpieI);  ebenso kann S 2 fiir sieh allein 
bestenfalls - - M l ,  a e ~ e n .  Koalierr k5nnen aber ~ql und ~q2 be~tenfalls M~.~ 
erzwingen; ~l'un_ion fair la force", d. h. 
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ist. 

Dies ist aber der Fall, es genLig~ ja 

- -  t !  I t  ~ t l !  __  F ~ .  i t !  __ I !  __ V 

zu setzen, dana wird (wegen gl + g~ + gs -~ 0) 

z~ gz(pqr) - , - , , - , , ,  - , - , , - . ,  V~q ~. + 2 g ~ ( p q r )  ='=''=''' 
20, q, r ~ ,  q, r ~p, q, ~" 

Daf~ das Zeichen ~ wirklich vorlcommt, habea wir gesehen, der Fall 
des Zeichens = ist also als ein ausgearteter Grenzfall anzusehen. 

hlehmen wir nun an, der Spieler S 1 erhebt Anspruch auf einen Ge- 
winn yon wx pro Pattie. Wie kann er seinen Anspruch durchsetzen? 
Offenbar auf zwei Wegen. 

Erstens kann er versuchen allein zu spielen. Dann ger~it er im wesent- 
lichen in ein 2-Personen-Spiel, in dem er auf der einen Seite steht und 
S~, Sa auf der anderen (koaliert). Der Weft dieses Spietes fiir ihn ist 
also --M~, a pro Pattie. Diese LSsung kommt also nut flit wl ~ -  M~,~ 
in Frage; nehmen wit daher w~ ~ -  Mo..a an. 

Dram bleibt nur die zweite MSglichkeit iibrig: er mu/~ versuchen So 
oder Sa zum Bundesgenossen zu bekommen. Da er im Bunde mit S~ oder 
S a pro Pattie die Summe M~o oder M~,~ gewinnen kann, abet davon w~ 
fiir sich behalten will, so kann er S~ die Summe M~,~-  w~ pro Pattie 
als Preis des Biindnisses anbieten, und Ss die Summe M~,a-  w~. Es is~ 
jedoch volIkommen ausgeschlossen, dal~ S~ oder S s dieses Angebo~ annimmt, 
wean sie miteinander verbiindet mehr als (Mx.~--w~)+(M~,a--w~) pro 
Partie gewinnen kSnnen. D.h. wenn 

1 (M~,~ -- w~) + (Ml.a -- wl) < M~,s: w~ > ~ (Mx.~ + M~.s -- Mo~) 

8oin. 

Wit kSnnen also sagen: S 1 hat gar keine Aussich~, einen Anspruch 
w~ durehzusetzer~ der 

I 
> - > + - -  M ,8) 

ist. Die zweite Zahl ist => als die erste (wegen M1, ~ + M1.8 +- Me, a :> 0}, 
also mu~ jedenfalls 

1 

seia. Ebenso kama gezeigt /verdea- es mu/~ 

1 

1 
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Nun sind abet diese oberen Grenzen fiir die Anspriiche der drei Spieler, 
w~, w~, ws, ohne weiteres realisierbar. Denn wean sich etwa S~, S e ver- 
biinden, so kSnnen sie (gegen Ss) den Gewinn M ~ , e = ~  ~ d-~Ue erzielen; 
und ebenso kSnnen sich ~ql, Ss bzw. S e, S s dutch ein Biindnis die Gewinne 
3/1 a = wl @ ws bzw. Me, s = w~ d- w3 pro Partie sichern. Also: die hSchst- 
mSglichen und dabei dennoch vollkommen motivierten Anspriiche der drei 
Spieler $1, So., S s sind bzw. ~ ,  we, ws (als Gewinn pro Partie). 

3. Inwiefern i.st abet diese Wertung mit der in 1. erkannten UnmSg- 
lichkeit einer allgemeinen Wertung vereinbar.~ Wenn 3/,o. d- M~,s d- Me, s = 0 
ist, so besteht ja keine Schwierigkeit" dann ist 

d.h. jeder Spieler kann seinen Anspriichen allein, auch ohne Hilfe eines 
anderen (und einer mSgliehen Koalition seiner Gegner trotzend), Geltung 
verschaffen. Es kSanen also alle drei Spieler ihre Anspriiche gleichzeitig 
durchsetzen, demgem/i~ ist auch 

Anders ist es fiir 3/1, e -4- Mj, a @ Me, s > 0. Wegen 

~ > - M~.~, ~ > - M~.~, ~ > -  M~.~ 

kann dann kein Spieler seinen Anspruch allein durchsetzen, und wegen 

1 ~1 + ~ + ~ = ~ (M~,~ + M~,~ + ~e,~) > o 

kSnnen niemals alle drei zugleich befriedigt werdem Aber wegen 

ist jedes Paar von Spielern, welches sich (zum Auspliindern des dritten) 
verbiindet, des Erfolges gewiB: sic kSnnen ihre Anspriiche votl befriedigen, 
der dritte wird freilich pro Pattie nut bzw. -- M~, s, --)1/1,3, --  M1, e er- 
halten, und daher um�89  (3/1, 2 d- M1, s d- Me, s) hinter seinem motivierten 
Ansprueh zuriickbleiben. 

Dies kann auch so formuliert werden: Jeder der drei Spieler S1, S~, S s 
mu~ trachten, sich mi~ einem anderen Spieler zu verbiinden. Wean ibm 
das gelingt, so erh~t  er pro Partie die bzw. Summe 

1 l r  -~(MI,~ + MI.~ -- ~ .~ ) ,  ~M~.,  + M~,~ -- M~.~), 

1 ( ~ , ~ +  ~ ,  - M~,~) 
2 a ' 
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wenn es ibm aber night gelingt (d. h. wenn die zwei anderen koalieren), 
so erhs er bzw. nut 

--M.2.3, - -Mj . s ,  --M1. ~. 

Eine noch etwas variierte Beschreibung des Sachverhaltes, die vielleiGht 
die pri~gnanteste ist, ist die folgende- 

,r Eine Partie hat ]iir die Spieler S 1, S 2, S 3 die bzw. ,,Grundwerte" 

1 1 
v l ~ - - ~ ( M l o . + M ~ , 3 - - 2 M e .  3), vo~-- - -~(Ml .~+M%3--2MI .s ) ,  

v 3 = ~ ( M j ,  s + Me.s - -  2M,,o.). 

Das ist eine regelrechte Wertung da v~ + v.,. + v s = 0 ist. 

fl) Abet i~er die ,,Grundwerte'" hinaus besteht /fir irgend zwei Spieler, 
die sich gegen den dritten verbiinden, die M6glichkeit, ]e ~ D zu gewinnen, 

D ver- w5hrend der driUe (gleich/alls i~ber seinen ,,Grundwert" hinaus) 
liert. Dabei ist 

D = M,,~ + Ma.~ + M%3 > 0 13). 

(Auch der zuerst behandelte Fall D ~- M1, ~ + M~, 3 + M% ~ = 0 kann in 
diese Formulierung mit einbezogen werden: r ist das dortige Resultat 
und /~) fiillt wegen D -  0 fort.) 

Man sieht an dieser LSsung sofort: das 3-Personen-Spiel ist etwas 
wesentliGh anderes als das von zwei Personen. Die eigentliche Spielmethode 
der einzelnen Spieler tritt zuriick: sie bietet nichts Neues, da die (unbe- 
cling* eintretende) BiIdung yon Koalitionen das Spiel zu einem 2-Personen- 
Spiele macht. Aber der Weft der Partie fiir einen Spieler h~ng* nicht 
nur yon der Spielregel ab, er wird vielmehr ganz entscheidend dadurGh 
beeinflufi, (wenigstens, sobald D > 0 ist), welGhe der drei an sich gleichmSg- 
lichen Koalitionen S~, S~; S~, Ss; S~, S, zust~nde gekommen ist. Es macht 
sieh geltend, was dem schablonenm~igen und ganz ausgeglichenen 2-Per- 
sonen-SpieIe noch vSllig fremd ist: der Kampf. 

V. Ans~tze fiir n > 3. 

1. Fiir n :> 3 ist es bis jetzt night gelungen, allgemeingiiltige Resul- 
tare za erzielem Der beste Wegweiser, der hier zur Veffiigung steht, mag 
die Analogie zu den bereits erledigten F~len n = 2, 3 sein; diese sollen 
deshalb bier noch einmal zusammengestelIt werden: 

% = - ~ . , + ~ D ,  
\ 

1 
v~=-.M, ~+-~D. 
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n = 2. Es wird de/iniert: 

M =  Max~ Min, ~g~ ( p q ) ~ q  ~). 
P , q  

Das Spiel hat /i~r die Spieler S~, S~ die bzw. Werte 31, 

n = 3. Es wird de/iniert: 

M~.~ 

- - M  pro Pattie. 

Es 

~, q , r  

M~,3= Max~Min, 2 ( g ~ ( p q r ) +  gs(pqr))~p~Vq 
p,  q, r 

M~.a-= Max~Min, 2 ( g ~ ( p q r ) + g z ( p q r ) ) ~ q ~ ,  ~') 
p,  q, T, 

ist D ~ O, und es sind zwei F~ille zu unterscheiden, je nachdem, ob 
D = O oder D > O ist. 

D = O. In diesem Falle hat das Spiel /fir S~, S~, Sz die bzw. Werte 
- M.~. a, --  Ma, s, --  M~, ~ pro Pattie. 

D > O. In diesem Falle hat das Spiel liar Sx, S~., Sz die bzw. ,,Grund- 

~D,  3 ~D,  u'erte" --  M~, s + ~ -- M~, + 1 --  Mj, + �89 D pro Pattie. Zu den 
,,Grundwerten" ist abet noch ein weiteres Glied zu addieren,, urn die rivh- 
~igen Werte zu erhalten; dieses ri~hrt daher, daft irgend zwei Spieler, die 
sich gegen den dritten verbie'nden (einerld welche zwei!), sich i~ber den 
,,Grundwert" hinaus noch einen Gewinn yon je ~ D pro Partie verscha//en 
k6nnen, wdhrend der dritte Spieler ! D pro Partie (iiber seinen Grundwert 3 

hinaus) verliert. 

Aus dieser Zusammenstellung sieht man klar: der Fall n ~-2 und 
der Fall n -~- 3, D =- 0 gehSren zum selben Typus. Dagegen repr~entiert 
cler Fall n -~ 3, D > 0 (wie bereits am Schlusse yon IV festgestell~ wurde) 
einen neuen Typus. Wir wollen diese zwei Typen als den eindeutigen 
bzw. den symmetrisch-mehrdeutigen bezeichnen; es ist wohl zu erkennen, 
was mit diesen Benennungen gemeint ist. 

Best~ht nun Aussicht, dab sich auch flit n > 3 alle Gesellschaftsspiele 
auf diese zwei Typen bringen lassen? Oder hat man mit der MSglichkeit 
neuer Komplikationen zu rechnen? Es w~e insbesondere das Auftreten 
yon asymme~risch-mehrdeutigen Typen ins Auge zu fassen, d. h. yon 
solchen, bei denen die entscheidenden Koalitions-MSglichkeiten nicht mehr 

~4) Die Max~ und M~n~, sind zu erstrecken fiber alle Systeme yon Wahrsche/nlich- 
keiten, d. h. wir verlangen 

alle ~ _ ~ 0 ,  ~ = 1 ;  alle ~pq ~ O, ~:~ ~ q =  l ; usw. 

und analog 
alle ~ > 0 ,  ~ p = l ;  usw. 



318 J . ~  Neumann. 

symme~risch fiber alle Spieler ver~eilt sind. (Bei n = 3 ist das ja nicht 
der Fall: die even~uellen Asymmetrien der Spielregel gehen vSllig in den 
,Grundwerten" der drei Spieler auf, zur Koalitionsbildung aber sind a]le 
Spieler gleichf/ihig: denn alle drei Koalitionen S~, S~; S 1, $8; S~, $8 
kommen gleichmEl3ig in Betraeht:) Diese Frage sell im folgenden etwas 
n~her betrachtet werden. 

2. Um ein allgemeines n-Personen-Spiel zu charal~erisieren, fiihren 
wit die folgenden Konstan~en ein: 

M{~, ~, ---,~k} = Max~ Min~ 2:  2 :  . . .  
~ 1 =  t ~ = I  

2:n 

2 :  -- . ,  p . )  + - - .  + g. (pl, . . - ,  ..... . , ._, 
p n = l  . . . .  

wobei #1, #~, "-',/zk irgendwelche k verschiedene unter den Zahlen 1 , 2 , . . . ,  n 
sind und v~, ~q, . . . ,  u~_~ die iibrigen (Max~ ist zu netmaen flit alle 

O, ~'$p ..... p = 1, und Min, Iiir alle r/,~, .... ,,,_k~O, 

~',1,~ .... ,~,_ ---- I). M{~e~ e .... ~k} ist offenbar diejenige Summe, deren Ge- 
wren pro Partie die koalierten Spieler S~,..., S~ gegen die koalierten 
Spieler S ~ , . . . ,  S~_k erzwingen kSnnen (das Spiel ist ja nur ein 2-Per- 
sonen-Spiel). 

Offenbar is~ M{ } = 0. Ferner Iolgt aus unserem Satze fiber 2-Personen- 
Spiele, dab M{~ .... ,,~} ~ -- M{,~ ..... -,-k} ist. SehlieBlieh seien/~1, - . . ,  #k; 
~1,---, ~z; ~)~,.'-, @~-~-z drei zueinander komplement~re Teilmengen yon 
1 , 2 , . . . , n .  Wenn die Spieler S ~ , . . . , S ~ ,  ierner S , , . . . , S ~  und 
Se~ , ...,Se~_~_~ lest koaliert sind, so ist dies ein 3-Personen-Spiel, und es 
ist (wit versehen die auf dieses letztere Spiel bezfiglichen GrSflen mit 
einem Akzent) 

Mi',~ = M{~,..:,~,,~ ..... ,, ) 

M~',~ : M { , , ,  = - -  M { ~ , ,  . . . .  , t ~ ) "  
� 9 "" *'l' ea, "" "" ~n-k-l} 

Naeh unsexen Resultaten fiber 3-Personen-Spiele ist abet 

d.h.  
M{~ ..... ~,,~ ..... ~} :> M{~ .... ,~} + M { ,  e .... ,~}. 

Zasammenfassend kann also gesag~ werden: 

Ein  gegebenes n-Personen- Spiel ordnet ~eder Teibr~mge #1, tz.. , ' ' ' ,  t~ 
yon 1 , 2 , . . . , n  eine Konstante M { u~ ..... u~ } zu (ndmlich die]enige Summe , 
deren Gewinn pro Pattie die Koalition der Spieler S u ? . . . ,  S ~  gegen die 
Koaliff.on der iJtrn'gen erzwincjen kann). Das System der Konstanten 
M{~e...,u,} er/~dlt stets die/okjenden drei Bedingungen: 
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1. M { } - - 0 .  

2. M{~ ..... ~,~,} + M{,, .... ,,,,,_~} = O, 

k o m p l e m e n t d r e  T e i l m e n g e n  y o n  1 ,  2 ,  . . . ,  n M n d .  

~'I~ * 

von 
den 
die 
ab, 

w e n n  ~u~ , . . . ,  ,u~, u n d  ~,~ , . . .  , %_~ 

3. M{~,, ... . .  ~ "  ,1 .. . . .  ,,~} ~ M{~,, ... . .  t,k} + M{,,  ..... ,~}, wenn #a, . . . , t t~ und~ 

. . ,  v~ e l emen t ] f ema le  T e ~ l m e n g e n  y o n  1 ,  2 , . . . ,  n s indX~).  

Es ist nieht schwer, die Umkehrung za beweisen, d. h. zu jedem Systen~ 
Zahlen M ~ }  ( ~  durchl~uft alle 2" Teilmengen yon 1 ,2 ,  . . . ,  n), da~ 
Bedingungen 1.--3. geniigt, ein Gesellscbaftsspiel anzugeben, bei dem 
genannten Konstanten eben diese Werte M ~ }  haben. Wir sehen davon 
bier ein solches Beispiel - -  das keineswe~ tiefliegend is~ - -  durch- 

zudiskutieren. 

3. Ich glaube die Vermutung aussprechen zu diirien, dal~ die We~t- 
und Koalitionsverh~ltnisse bei einem Gesellscha~tsspiele dutch diese 2" Kon- 
stanten allein bestimmt sin& Fii~ n ~ - 2 , 3  ist das, wie wir sahen, der 
Fall~), fiir n > 3 steht der allgemeine Beweis noch aus. Denn w~hren~ 
bei n -~  2 iiberhaupt nicht koaliert werden kann und bei n - - 3  nut auf 
eine Art (n~mlich ,zwei gegen einen"), wachsen die MSglichkei~en ffir n ~ 3. 
rasch an: schon bei n -~ 4 muB man entscheiden, ob Koalitionen ,drei gegea 
einen" oder ,zwei gegen zwei" sich bilden werden, d. h. bei welchen Biind- 
nissen die daran beteiligten Spieler die bes~en Chancen haben werden. Bei 
n = 4 gelingt noch die Diskussion der HauptfMle (allein au~ G~und der 
M{~}!), abet eine befriedigende allgemeine Theorie fehlt zur Zeit noch. 

Wenn unsere Vermutung richtig ist, so haben wit damit alle Gesell- 
schaftsspiele auf eine letzte natiirliche Norma]form gebracht: jedes System 
yon 2" Konstanten M{~}, die den Bedingungen 1.--3. geniigen, stellt eine 
Klasse ,taktisch ~iquivalenter" Gesellschaftsspiele vor~). 

~) Inhaltlich ist diese Behauptung ebenso klar, wie die in Fu~note x~) S. ~13 be- 
trachtete. 

~o) Es ist flit n = 2 

M{ } = 0 ,  M{1 } = M, M{~} = - M,  

~nd iiir u = 3 

= = 

M{a,~ } = 0; 

M { 8  } = - M~.~, .~t~.~} = ~ , ~ .  
M{~,~.,a} = 0. 

1 ~  E ~ - o o o  o ~ o ~  . ) me gewmse Nornnerungsmoglichkeit fiir die Ms ~ besteht noch daxin, d ~  man,  
in Analogie zu den ,Wer~en" (einer Pattie) fiir ~ = 2 und (~en ,Grundwer~uen" fiir ~ = 3 ,  
,Grundwerte,  v~,v~,. . . ,  v, fflr die Spieler S~,S~,. . . ,S,~ einffihrt. Ffir den daxfiber 
hinausgehenden Tell des Spieles e rh~ t  man dann natiirlich die neuen Konstauten 

(Foztsetzung dez FuBnete 1~ a~  z~chstet Seite.) 
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Zum Schlusse mSchte ich noch bemerken, dab in einem demngchss 

erscheinenden Nachtruge eine numerische Berechnung yon einigen bekannten 

2-Personen-Spie len  erfoIgen soll (Poker, allerdings mi t  gewissen schema- 

t isierenden Vereinfachungen, Bakkara t ) .  Die Ubere ins t immung der dabei 

herauskommenden Resul ta te  mi t  den bekannten Faustregeln der Spieler 

(so z . B .  der Beweis der Notwendigkeit  des ,,Bluffens" beim Poker) kann 

als eine empirische Bestiit igung der Resul ta te  unserer Theorie angesehen 

werden. 

Man wiihlt die v~ zweckmgtligerweise so, dab 

= = ... , v~ + v.a q- �9 .. =-'v, =0  

ist, d. h. jeder Spieler ffir sich allein gleichstark ist, und nur in den KoalitionsmSglich- 
keiten Unterschiede bestehen. 

(Aus 1.--3. folgert man leicht, dab tier gemeinsame Wert der 

�9 }' :}' "" '  n} ----- 

ist; wenn er = 0 ist, so sind alle M~ = O, d.h. das Spiel - - n a c h  Auszahlung der 
,Grundwerte" - -  eindeutig. Er gibt somit eine Art MaB fiir die Mehrdeutigkeit des 
Spieles, d. h. die taktischen MSgliehkeiten, die es bietet). 

(Eingegangen am 24. 7. 1927.) 


